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MATEMATICA 3 Le equazioni e i sistemi di secondo grado [KeUANI

LE EQUAZIONI DI SECONDO GRADO- GLI ZERI DELLA PARABOLA

Matematica - terza
“le soluzioni di un'equazione ax* + bx + ¢ =0, con a # 0, sono
le ascisse dei punti in cui la parabola y = ax? + bx + ¢
incontra l'asse x”.
= =\ 7
o in (-1; 0) la parabola
taglia 'asse x: per x = -1

il trinomio vale 1+4-5=0,
quindi -1 & una soluzione di

x?-4x-5=0.
/9 e anche in (5; 0) la parabola
taglia 'asse x, perché
: 25!=20.-5 =10, quindi- 5¢
I'altra soluzione, e il
discriminante A =16 +20 =36
e positivo.
= | e T 1 e ™\
€@ il vertice V(2;-9) &l |
7 punto pilt basso della |
parabola, e la sua ascissa 2
sta a meta fra le soluzioni
-1 e 5, perché
(-1+5) =2
\ 2 ?
o in (0;-5) la parabola
y=x*-4x -5 = (x+1)(x-5) taglia l'asse x taglia I'asse y, perché per
in (=1; 0) e (5;0), e ha il vertice (2;-9) x =0 il trinomio vale il
sulla retta tratteggiata x =2 termine noto, -5.
. =
P S e L | T T O T O A | . I T L L ] N
IN QUESTO CAPITOLO
1.1 I'equazione di secondo grado 1.4 le equazioni fratte

e la formula risolutiva
1.2 il discriminante
1.3 somma e prodotto delle radici

1.5 i problemi di secondo grado

Ve o | — ———

1.6 i sistemi di secondo grado
\

all'esame: nella seconda prova dello scientifico il quadro chiede equazioni e
disequazioni (e loro sistemi) fino al secondo grado, anche per via grafica,
e il legame fra radici, fattori lineari e coefficienti.

Capitolo 1 n



(.l Le equazioni e i sistemi di secondo grado

MATEMATICA 3

L'EQUAZIONE DI SECONDO GRADO - LA FORMULA RISOLUTIVA

Matematica - terza - le equazioni e i sistemi di secondo grado

“un’equazione ax®> + bx +c =0, con a#0, ha al pid due soluzioni reali, che la
formula risolutiva trova tutte quando A =b®-4ac non & negativo”

(1. COSA SI CERCA

i numeri reali x che rendono vera ax®+ bx+c=0,

™

con a, b, ¢ numeri reali, sono le soluzioni dell’equazione,
dette anche radici.

con a =0 |'equazione non sarebbe di secondo grado,

Le per questo si chiede a#0.
iy,

K

OCCHI10!

x% =9 ha due soluzioni, x=3 e x = -3,
-9 non ne ha, perché

non la sola 3; x%=

un quadrato non & mai negativo.

in x* = 5x non si divide per x, perché

si perde x =0; si porta tutto a primo

membro e si raccoglie, x(x-5) =0,

con soluzioni 0 e 5.

B,

2. LA FORMA NORMALE
ax2+bx+c=0, cona,b,c reali ea#0

a e b sono i coefficienti di x> e di x e c & il
termine noto; ogni equazione di secondo grado
si porta in questa forma, con 0 a secondo membro.

(3. L'EQUAZIONE PURA

conb=0¢e a#0, ax®+c =0 diventa x> =k, con k=-=

se k>0 ci sono due soluzioni opposte, x = £Vk ; se k=0
c'é la sola x =0; se k<0 non ci sono soluzioni reali,
perché un quadrato non & mai negativo.

=9 di x=3 oppure x=-3, cioé x=1%3.

ﬂ

—

un fattore, quindi x = 0 oppure ax+b=0,
ciog x = - 3

non si dlvude per x, perché si perderebbe
Lla soluzione x = 0.

AT 7 \Uaais

(4. L'EQUAZIONE SPURIA ) (5. LA FORMULA RISOLUTIVA
cona#0ec=0, ax2+bx = 0 diventa x(ax+b) =0 X =;%; cona#*0eAr20

un prodotto & nullo se e solo se lo & almeno A=b%-4ac

la formula serve soprattutfo all’equazione completa,
cioé con b#0 e c#0, ma vale per ogni equazione
di secondo grado.

il segno  da le due soluzioni, che coincidono se A =0;
con A<O0 la radice non & reale e non ci sono
Lsoluzioni reali.

ﬂ

N

ESEMPIO SVOLTO

& -3x-2=0 & completa, cona=2, b=-3 e c=-2,
si calcola prima il discriminante.
A—(3)24z(2) 9+16 = 25> 0,

qumdu c1 sono due soluzioni reali distinte.

, Cioé x =2 oppure X =-—

confrollo con x = 2, 2 2
T a0

1
B
22-3.2-2=8-6-2=0,

| 6
‘ 2x
|

\_¢ anche X =

 TRUCCO
scrivi a, b e ¢ con
il loro segno prima
di calcolare A, perché

—

in 2x2-3x-2=0
& b=-3 e (-3)

vale 9.

-

|

" 7. DA RICORDARE

@ ax*+bx+c=0, con a, b, c reali e a#0, & |'equazione di secondo

grado in forma normale, con a =0 non sarebbe di secondo 9rudo
(@) con a0 e b=0 I'equazione diventa x*=k, con k=-%, e ha due
soluzioni opposte se k >0, la sola x =0 se k = 0 e nessuna
soluzione reale se k < 0.

con a0 e ¢=0 si ha x(ax+b)=0, con soluzioni x=0 e x =
non si divide per x, perché si perderebbe x =0.

@ con a#0e A=b2-4ac20 le soluzioni sono x = _bzi—‘f’f;
con A <0 non ci sono soluzioni reali. 2

b

1.1 L'equazione di secondo grado e la formula risolutiva

aJ

(/N1 TRABOCCHETTI

1) calcolare (-3)% come -9: il quadrato
di un numero negativo & positivo, quindi
A=9+16=25¢e non -9+ 16 = 7.

2) dividere per 2a solo VA e non tutto
il numeratore -b VA, mentre con
a=2, b=-3 e A=25 il numeratore
3 5 vale 8 0 -2 e si divide per 4,
dando 2 e -1

NI 8




MATEMATICA 3 Le equazioni e i sistemi di secondo grado [KeUANI

IL DISCRIMINANTE - QUANTE SOLUZION!I HA L'EQUAZIONE

Matematica - terza - le equazioni e i sistemi di secondo 9rado

6. . . A 0 .
il segno di A= b*- 4ac decide quante soluzioni reali ha ax*+bx+c =0, con a#0,
e dice se la parabola y= ax*+bx +c taglia "asse x, lo tocca o non lo incontra”

! ,
IL DISCRIMINANTE | [(2) TRE CASI

A= b*-4ac, con a, b, ¢ coefficienti con a#0, A>0 di due soluzioni

reali di ax*+bx+c=0 e a#0, " reali distinte, A =0 due coincidenti,
¢ il numero sotto la radice nella cioé una sola, x = %, e A<iO
kFormula risolutiva. ) | nessuna soluzione reale.
y Ay

y=x"-4x+3,ciot k=3 e A=4>0, y=x*-4x+5, ciot k=5e A=-4<0,
taglia I'asse x in (1; 0) e (3; 0), sta sopra I'asse x, con vertice (2; 1),
e le soluzioni sono 1 e 3 e I'equazione non ha soluzioni reali

(3) LA PARABOLA W\ "(4) UN PARAMETRO
l

le soluzioni sono le asciszse dei punti x*-4x+k=0 ha A=16-4k, quindi
el if panabele—y = a1k b e due soluzioni reali distinte se k < 4,

con a# 0O, incontra l'asse x.
con A>0 lo taglia in due punti una sola (x=2) se k = 4, nessuna se k > 4.

con A =0 lo tocca in un Punto’ . k=3 dia A=4 e le soluzioni 1 e 3.

. con A <0 non lo incontra. ) Kk= 5 dd A =-4 e nessuna soluzione reale.
Tl sl e i il e e ol et e e el i e A s e S e e S e e e \
(5] DA RICORDARE A B
| 1 : | TRABOCCHETTI |
|@con a#0 e A=b"-4ac, ax“+bx+c =0 ha § 4 I
| due soluzioni reali distinte se A > 0, due coincidenti 1) dire che con A=0 non ci sono [
1 se A =0, nessuna reale se A<O. soluzioni, mentre x*-4x+4=0 |
(2 con a#0 e A=0 l'unica soluzione & x = :.Z—b, ha /—\-f 0 e la soluzione X = 2, !
' e la parabola y= ax®+bx+c tocca 'asse x nel suo vertice. perché equivale a (x-2)"=0. :
: (3) la parabola y= ax*+bx+c, con a#0, taglia I'asse x 2) confondere A negativo con |
I in due punti se A>0, lo tocca in uno se A=0 soluzioni negative: x*+4x+3=0 | |
| e non lo incontra se A <O. ha A= 4>0 e soluzioni -1 e -3, !
| (&) x*-4x+k=0 ha A=16-4k, quindi due soluzioni mentre x*-4x+5=0 :
: reali distinte se k < 4, una se k=4, nessuna se k>#4; ha A=-4 e nessuna I
k=3 did 1 e 3, k=5 nessuna. soluzione reale. |
[ 1

1.2 |l discriminante B



(.l Le equazioni e i sistemi di secondo grado

SOMMA E PRODOTTO DELLE RADICI - SENZA RISOLVERE L'EQUAZIONE

Matematica - terza - le equazioni e i Sistemi di Secondo grado

“se ax?+bx +¢ =0, con a#0 e A=b?-4ac 20, ha le radici X, e X,, la loro somma & -
c

b

e
~

il loro prodotto & e il trinomio si scompone in & (x-x¢): (x-x;)"

MATEMATICA 3

(1) A CHE COSA SERVE

con A 20, somma e prodotto delle radici si leggono dai coefficienti,
senza risolvere |'equazione.

servono a controllare le soluzioni, a scomporre il trinomio e a
costruire un’equazione che abbia radici date.

~

(2) SOMMA E PRODOTTO ) (O occHio!

Xy + X, = %, con a0 e A20 la somma. & —%, con il segno meno: in
3x*-5x-2=0 & b=-5, quindi la somma

| Somma. e prodotto valgono solo con A >0,
ex*+x+1=0ha -2 =-1¢ <=1 ma
non ha radici reali, perche A= —3

valgono per le radici reali di ax®+bx+c=0, che esistono se
A20; con A=0 & X,=X, e la radice si conta due volte.

N

J
=

1\ {7

(4) DALLE RADICI w
ALL' EQUAZIONE

X2 = (Xy# X)X + Xq-%,=0

(3 LA SCOMPOSIZIONE

| ax2+bx+¢ = a-(x-%)(x-%5),
‘ conaz0 e A20

il trinomio & il prodotto di a e di due

2 : er due numeri reali x; e X
| fattori di primo grado, uno per radice; P 5 i

‘ 3 - : ualunque questa equazione
| con A=0 i due fattori sono uguali. 1 8 i
‘ ha per soluzioni x; e X;;

le radici 2 e -5 danno
kxz+3x =10 = 0.

con A0, se = >0 le radici
hanno lo stesso segno, e il segno
di -2 dice se sono positive o
nega’clve.

con A<O il trinomio non si scompone

. e hanno segni opposti; se ¢ =0
| in fattori reali di primo grado. J

una. radice é 0.

G @ IL SEGNO DELLE RADICI |

se % < 0 le radici esistono sempre

TRUCCO

“ cono.=1eA20

((6) ESEMPIO SVOLTO

AR

Corca due mumeri con | | 3X*=5x-2=0, con a=3,b=-5 e c=-2 ha A=25+24=49>0
somma -b e Pf°d°tt‘(’) Gl e radici x = %, ciog x,=2 e x,=-7.
er x>+ 3x-10 ‘ o 4y — 5. oo b
zervono el =S E| lo. somma. delle radici, 2 + ( 3 )= 5, & proprio -=.
| prodotto -10, cu il prodotto delle radici, 2 - (-5 )= -%, & proprio =.
'23’5' - ' 3x’—5x—2=3-(x—2)-(x+-—)=(x—2)(3x+1).
, D el e el ol e el R Y g 3
"D DA RICORDARE (A1 TRABOCCHETTI |
| (@ con a#0 e A20, le radici X, e X, di ax®+bx+c =0 hanno } I
sointial = BTN, c | 1) dimenticare |I fattore a nella scomposizione:
H prodotto = ; con A=0 & X4 = X,. |
5 (x- 2)(x+ ) vale solo un terzo di :
| @ conaz#0e A20, ax*+bx+c¢ =a-(x-x4) (x-x3); con |
I A <0 non c'é una scomposizione in fattori reali di primo grado. 3x* - 5x '2: che & 3-(x-2)(x+5 ) ‘ |
| @ per ogni coppia di numeri reali x; e X,, X% = (Xq+ Xy)X + X+ X3 =0 ciod (x-2)(3x+1). [ 1
| ha per radici x; e x,; con 2 e -5 si ottiene x* +3x-10 =0. 2) credere che radici concordi vogliano dire ¥
| @ con A20, % > 0 vuol dire radici concordi, cioé con lo stesso positive: x* +5x+6=0 ha prodotto 6 >0 | I
| segno, e & < 0 radici discordi; con < =0 una radice & 0. e radici -2 e -3, tutte e due negative. ) JI
Y SR N T N s N e Rl N e e SR me el e =

1.3 Somma e prodotto delle radici




MATEMATICA 3 Le equazioni e i sistemi di secondo grado [KeUANI

LE EQUAZIONI FRATTE - PRIMA LE CONDIZIONI DI ESISTENZA

Matematica - terza - le equazioni e i sistemi di secondo grado

"in un'equazione fratta si scrivono prima le condizioni di esistenza,
poi si risolve I'equazione senza denominatori e si scartano le soluzioni che le violano”

((1) UN'INCOGNITA AL DENOMINATORE | ((Z) LE CONDIZIONI DI ESISTENZA )

J
in un'equazione fratta l'incognita compare ogni denominatore # 0 '
in un denominatore, e i valori che lo
annullano non si possono sostituire: non (
sono mai soluzioni.

1

per questo si escludono prima di risolvere,

si scompongono i denominatori e si pone ogni
fattore con la x diverso da 0, prima di fare
qualunque altro passaggio.

e alla fine si controlla che le soluzioni nell'esempio svolto i denominatori x -3, x+3 |
Qrova’re non siano fra i valori esclusi. ) e x*-9 = (x-3)(x+3) danno X #3 e x #-3. )
((3) IL DENOMINATORE COMUNE | ((4) L'EQUAZIONE CHE NE ESCE )

| si portano le frazioni allo stesso denominatore,

2 = 2
il minimo comune multiplo dei denominatori X"+2x-15=0, con x#3 e Xx#-3

scomposti, e si moltiplicano i dve membri senza frazioni si svolgono i prodotti e si
- per questo denominatore. .| portano i termini a primo membro: nell'esempio
 per le x ammesse il denominatore comune resta un'equazione di secondo grado, da

non & 0, quindi le soluzioni ammesse non risolvere con la formula.

l\cambiano. k )

(6) ESEMPIO SVOLTO

X =g = 48 ;
X-3 x+3 ~ x*-9° 3
i denominatori x-3, x+3 e x*-9 = (x-3)(x+3) |

(5) SI SCARTANO LE SOLUZIONI

una soluzione che viola una condizione di
esistenza si scarta, anche se risolve

Si risolve

I'equazione che ne esce. | sono diversi da 0 se x#3 e x#-3, e queste sono |
se futte le soluzioni vengono scartate, le condizioni di esistenza.
I'equazione fratta non ha soluzioni. moltiplicando per x*-9 si ha x(x+3)-(x-3) =18,
cioe x2+2x-15=0, con A =22-4-1-(-15) =
( OCCHIO ! \ | =4+60=64 e x==228 ciot x=3 oppure x=-5.
| le condizioni si scrivono sui denominatori X =3 viola la condizione x # 3 e si scarfa;
di partenza, prima di semplificare o di \ X =-5 le rispetta, quindi I'vnica soluzione & x=-5.
moltiplicare, perché dopo x*-9 non
compare piU. TRUCCO
X =3 risolve x*+2%x-15=0 ma non scomponi i denominatori, poni ogni fattore con
I'equazione fratta, perché 1T x-3 e x*-9 la x diverso da 0 e vsa come denominatore
valgono 0 e le frazioni non esistono. g Sal fatieng luna valta)) foon
=" esponente maggiore. /

-

(@ DA RICORDARE

(A | TRABOCCHETTI ) |

|

: (1) in un'equazione fratta si scrivono prima le condizioni di esistenza, |
| cioé ogni denominatore # 0, sui denominatori di partenza. 1) cambiare un segno, perché il |
| @) per le x ammesse il denominatore comune non & 0, e moltiplicando termine - 2——- moltiplicato per |
| per lui si ottiene un'equazione senza frazioni; nell'esempio x*-9 di -(x-3)=-x+3 e I
| x*+2x-15=0. non -x - 3. I
| @ si scartano le soluzioni che violano le condizioni, e nell'esempio 2) semplificare e dimeni;icare la I
| x=3 annvlla x-3 e non & soluzione, mentre x =-5 lo é. condizione, perché J; ‘;] =6 :
I @ se tutte le soluzioni dell'equazione ottenuta violano le condizioni diventa x+3 =6, ma x=3 & I
| di esistenza, I'equazione fratta non ha soluzioni. L escluso, quindi non c¢i sono soluzioni. J |
\

1.4 Le equazioni fratte B



